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Una Teoría Topológica de Campos Abierta-Cerrada de Dimensión Dos, OC-TFT, es un
funtor simétrico monoidal desde la categoría de cobordismos abierto-cerrados de dimensión
dos 2Cobext a la categoría de espacios vectoriales VectK. Un teorema muy importante en
esta materia es que existe una equivalencia de categorías entre la categoría de Teorías Topo-
lógicas de Campos Abiertas-Cerradas OC−TFT y la categoría de álgebras de Frobenius
sabias KFrob. Para poder demostrar este teorema es necesario ver que todo cobordismo
abierto-cerrado de dimensión dos pueda descomponerse en cobordismos elementales, a cada
uno de los cuales le asociaremos un elemento de una categoría simétrica monoidal. Hacer una
de estas asociaciones es sencillo, sin embargo, no sabemos que la asociación que tomemos esté
bien denida. Para esto tomaremos un conjunto básico de restricciones algebraicas y vere-
mos que son las únicas necesarias que deben satisfacer estos cobordismos, para que el funtor
que denamos esté bien denido. Esta última parte es conocida como teorema de costura
y lo que hace ver es que aunque un cobordismo abierto-cerrado se puede cortar en muchas
formas, todas son iguales módulo difeomorsmo a la forma de cortarlos por cobordismos
elementales. Luego podemos ver cada cobordismo abierto-cerrado como una composición de
cobordismos elementales, y así una OC-TFT le asociará una composición de datos algebrai-
cos elementales. La primera demostración de este teorema la dieron Moore y Segal en [11],
y aunque existen otras demostraciones de este hecho, por ejemplo Lauda nos brinda otra en
[6], desarrollaremos las ideas de Moore y Segal para dar una demostración completa de este
teorema.




A two dimensional Open-Closed Topological Field Theory, OC-TFT, is a monoidal sim-
metric functor from the category of two dimensional open-closed cobordisms 2Cobext to the
category of vectorial spaces VectK. An important theorem in this subject is that there is an
equivalence of categories between the category of two dimensional Open-Closed Topological
Field Theories OC-TFT and the category of knowledgeable Frobenius algebras KFrob. To
demostrate this theorem is necesary to see that every two dimensional open-closed cobordism
can be decomposed into elementary cobordisms, for each one of which we associate an element
of a symmetric monoidal category. Make one of these associations is simple, however, for the
association that we take we do not know that is well dened. For this we take a basic set of
algebraic constraints and see which are the only required that must meet these cobordisms,
for that the functor that we dene will be well dened. This last part is called the sewing
theorem and what it does do is that although an open-closed cobordism can be cut into many
forms, all are equal dieomorphism module to the form of elementary cobordisms cut them.
Then we can see every open-closed cobordism as a composition of elementary cobordisms,
and so an OC-TFT will associate a composition of basic algebraic data. The rst proof of
this theorem was given for Moore and Segal in [11], and although there are other proofs of
this fact, for example Lauda gives us another in [6], we will develop the ideas of Moore and
Segal to give a complete proof of this theorem.







2.1. Categorías . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2. Funtores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.3. Equivalencia de Categorías . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.4. Variedades dos dimensionales con esquinas y con caras . . . . . . . . . . . . 6
2.5. Funciones de Morse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
3. Teorías Topológicas de Campos de dimensión dos 10
3.1. Estructura Algebraica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.1.1. Álgebras de Frobenius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.1.2. Álgebras de Frobenius sabias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.2. Categorías de Cobordismos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2.1. Cobordismos Cerrados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2.2. Cobordismos Abierto-Cerrados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.3. Teoría Topológica de Campos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.3.1. Condiciones de costura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
4. Teorema de Costura 24
4.1. Caso Cerrado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.2. Caso Abierto - Cerrado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
A. Categorías Monoidales 66
A.1. Categorías monoidales estrictas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
A.2. Categorías monoidales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
A.3. Categorías simétricas monoidales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
B. Relaciones en Cobordismos 71
1. Introducción
El término TQFT, Topological Quantum Field Theory, fue introducido por Edward Witten
en [14], para establecer bases matemáticas sólidas en algunas teorías de Física. Sin embargo,
no obstante los grandes logros en el campo de la Física, las TQFTs han resultado ser de
mucho interés en Matemáticas. El mismo Witten en [15] nos brindó un uso de las TQFTs
en la teoría de nudos y demostró que algunos invariantes de nudos pueden ser interpretados
como integrales de Feynman para una teoría gauge de dimensión tres. Fueron estos, junto a
otros logros en matemáticas, los que le dieron la medalla Fields en 1990.
Una TQFT o TQFT Cerrada de dimensión dos, la cual de ahora en adelante notaremos TFT,
es un funtor simétrico monoidal desde la categoría de cobordismos 2Cob a la categoría de
espacios vectoriales sobre un campo VectK, donde los objetos de la categoría de cobordismos
son 1-variedades compactas, cerradas y orientadas, luego difeomorfas a uniones disyuntas de
círculos orientados y los morsmos son cobordismos cerrados, esto es, 2-variedades compactas
y orientadas. Análogamente, una OC-TFT, Teoría Topológica de Campo Abierta-Cerrada de
dimensión dos, es un funtor simétrico monoidal desde la categoría de cobordismos abierto-
cerrados 2Cobext a la categoría de espacios vectoriales sobre un campo VectK, donde los
objetos de la categoría de cobordismos abierto-cerrados son 1-variedades compactas y orien-
tadas, luego difeomorfas a uniones disyuntas de círculos e intervalos orientados, y los mor-
smos son cobordismos abierto-cerrados, esto es, 2-variedades compactas, orientadas y con
esquinas. Dos objetos o dos morsmos en estas categorías los consideramos iguales si son
difeomorfos.
Tanto 2Cob como 2Cobext tienen una estructura de categoría simétrica monoidal al igual
que los espacios vectoriales sobre un campo VectK. Lo que hacen las TFTs y las OC-TFTs,
a grosso modo, es asociar a cada objeto geométrico en 2Cob o 2Cobext un elemento alge-
braico en VectK, y a cada cobordismo cerrado o abierto-cerrado una transformación lineal;
de tal forma que lleve uniones disyutas a productos tensoriales, tanto en objetos como en
morsmos.
El objetivo principal de este trabajo es hacer una pequeña introducción a las TFTs y OC-
TFTs, y demostrar que en la categoría de cobordimos abierto-cerrados es posible hallar
algunos pocos cobordismos elementales, los cuales pueden considerarse como bloques bási-
cos, a partir de los cuales todos los demás cobordismos abierto-cerrados se pueden construir
y que para garantizar la buena costura de estos bloques no necesitamos más que algunos
datos algebraicos, a saber, los dados por un álgebra de Frobenius sabia. Este teorema se
llama Teorema de Costura y será demostrado en la Sección 4.2.1.
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También nombraremos un teorema muy importante en la teoría, este se denomina Teorema
del Folclore 4.1.2, y establece una equivalencia de categorías entre la categoría de TFTs y
la categoría de espacios vectoriales. Existe un análogo de este teorema para OC-TFTs, el
cual establece una equivalencia entre la categoría de OC-TFT y la categoría de álgebras de
Frobenius sabias. La demostración del caso cerrado la podemos encontrar en [12], mientras
que el caso abierto-cerrado aparece en [6]. Los teoremas de costura, caso cerrado y caso
abierto-cerrado, son una parte importante para la demostración de los anteriores teoremas.
2. Preliminares
En este capítulo empezamos con algunas deniciones y resultados básicos, sobre catego-
rías, variedades y funciones de Morse, estos serán fundamentales en el trabajo posterior y
constituyen un conjunto de prerrequisitos para lo que vamos a hacer los capítulos siguientes.
2.1. Categorías
Denición 2.1.1. Una categoría C consiste de:
C-i) Una clase de objetos C0.
C-ii) Para cada par de objetos X, Y ∈ C0 un conjunto C(X, Y ) de morsmos o echas de
X a Y .
C-iii) Para cada tripla de objetos X, Y, Z ∈ C0 una ley de composición asociativa
C(X, Y )× C(Y, Z)→ C(X,Z)
.
C-iv) Para cada objeto X ∈ C0 un morsmo identidad idX ∈ C(X,X), el cual actúa como
elemento neutro para la composición.
Ejemplo 1. Los siguientes son ejemplos de categorías:
Los conjuntos, las funciones y la composición de funciones.
Los espacios topológicos, las funciones continuas y la composición de funciones.
Los grupos, los homomorsmos de grupos y la composición de funciones.




Denición 2.2.1. Un funtor F entre dos categorías C y D consiste de:
F-i) Una aplicación F desde C0 a D0.
F-ii) Para cada par de objetos X, Y ∈ C0 una aplicación
FXY : C(X, Y )→ D(FX,FY )
la cual preserva la ley de composición y el morsmo identidad.
Ejemplo 2. Son ejemplos de funtores:
Dada un categoría C denimos el funtor identidad IC : C → C tal que FX = X para
cada X ∈ C0, y para cada morsmo f : X → Y en C(X, Y ) tenemos Ff = f .
Como cada espacio topológico tiene un conjunto subyacente, se dene un funtor desde
la categoría de los espacios topológicos a la categoría de los conjuntos que asigna
a cada espacio topológico su conjunto subyacente y a las funciones continuas entre
espacios topológicos la misma función considerada como una aplicación de los conjuntos
subyacentes. A tal funtor se denomina funtor olvido.
Un funtor F : C → D se llama:
el si para cada par de objetos X, Y ∈ C0 la aplicación FXY : C(X, Y )→ D(FX,FY )
es inyectiva.
pleno si las aplicaciones FXY : C(X, Y )→ D(FX,FY ) son todas sobreyectivas.
esencialmente sobreyectivo si cada objeto Y ∈ D0 es isomorfo a una imagen bajo F de
un objeto X ∈ C0.
2.3. Equivalencia de Categorías
Sean F y G dos funtores desde la categoría C a la categoría D. Una transformación natural
t desde F hasta G, F
t⇒ G, es una regla que asigna a cada objeto X ∈ C0 un morsmo














Un isomorsmo natural de funtores es una transformación natural, la cual admite una trans-
formación natural en dirección opuesta, tal que las dos composiciones son iguales a la trans-
formación natural identidad. Un funtor F : C → D es llamado una equivalencia si existe un
funtor G : D → C tal que GF : C → C es naturalmente isomorfo al funtor identidad IdC, y
FG : D → D es naturalmente isomorfo al funtor identidad IdD. Equivalentemente, un funtor
es una equivalencia si es el, pleno y esencialmente sobreyectivo.
2.4. Variedades dos dimensionales con esquinas y con
caras
Para el trabajo con los cobordismos abierto-cerrados no basta con la noción usual de variedad
suave, en cambio debemos extenderla a variedades con esquinas y con caras. Tal extensión
aparece en las siguientes deniciones.
Denición 2.4.1. Una variedad suave 2-dimensional con esquinas M es una 2-variedad
topológica tal que cada punto tiene una vecindad homeomorfa a un subconjunto abierto de
R2+ = [0,+∞)× [0,+∞).
Sea {(Uα, ϕα)}α∈I un atlas que representa la estructura suave con esquinas deM. Para cada
p ∈ M, denimos c(p) ∈ N como el número de coecientes cero en coordenadas locales
ϕ(p)α ∈ R2+ para algún α ∈ I tal que p ∈ Uα. Una cara conexa deM es la clausura de una
componente de {p ∈M : c(p) = 1} y una cara es una unión libre de caras conexas disyuntas
dos a dos.
Denición 2.4.2. Una 2-variedad suave con esquinasM tal que para todo p ∈M se tiene
que p está contenido en c(p) diferentes caras conexas se dice una variedad 2-dimensional con
caras.
Denición 2.4.3. SeanM y N dos variedades 2-dimensionales con caras y {(Uα, ϕα)}α∈I ,
{(Vβ, ψβ)}β∈J dos atlas representando las estructuras suaves con esquinas deM y N , respec-
tivamente. Un difeomorsmo f :M→N entreM y N es un homeomorsmo diferenciable
con inversa diferenciable, tal que para cada p ∈ M y cada α ∈ I, β ∈ J con p ∈ Uα y
f(p) ∈ Vβ, la aplicación
ψβ ◦ f ◦ ϕ−1α |ϕα(Uα∩f−1(Vβ) : ϕα(Uα ∩ f
−1(Vβ))→ ψβ(f(Uα ∩ Vβ))
es la restricción a R2+ de una aplicación suave entre conjuntos abiertos de R2.
Denición 2.4.4. Una 〈n〉-variedad de dimensión dos es una 2-variedad suave con caras
junto con una n-upla (∂0M, . . . , ∂n−1M) de caras tal que:
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1. ∂0M∪ · · · ∪ ∂n−1M = ∂M.
2. ∂iM∩ ∂jM es una cara tanto de ∂iM como de ∂jM, para cada i 6= j.
Un difeomorsmo f : M → N entre dos 〈n〉-variedades de dimensión dos M y N es un
difeomorsmo de las variedades con esquinas subyacentes que satisface f(∂iM) = ∂iN para
todo i.









2.5. Funciones de Morse
Denición 2.5.1. SeaM una variedad con esquinas:
Para cada p ∈ M, denimos el cono tangencial señalando al interior CpM ⊂ TpM
como el conjunto de todos los vectores tangentes v ∈ TpM para los cuales existe un







Sea f : M → R una función suave. Un punto p ∈ M se llama un punto crítico y
f(p) ∈ R su valor crítico si la restricción de la derivada dfp : TpM → R al cono
tangencial señalando al interior no es sobreyectiva, es decir, si
dfp(CpM) 6= R
El punto p ∈ M es llamado (+)-crítico si dfp(CpM) ⊆ R+ y el llamado (−)-crítico si
dfp(CpM) ⊆ R− := −R+.
Denición 2.5.2. SeanM una variedad con esquinas y f :M→ R una función suave.
Un punto crítico p ∈M de f se llama no-degenerado si la Hessiana de f en p,Hessp(f),
restringida al núcleo de dfp, tiene rango completo; es decir, si
det(Hessp(f)|ker dfp⊗ker dfp) 6= 0
La función f se dice una función de Morse si todos sus puntos críticos son no-
degenerados.
Denición 2.5.3. Dado un punto crítico no-degenerado p ∈ M de una función de Morse
f : M → R denimos el índice de p, i(p), como el número de valores propios negativos de
la hessiana Hessp(f).
Los siguientes son resultados clásicos de Teoría de Morse y pueden consultarse en [9]:
Teorema 2.5.1 (Lema de Morse). Sea p un punto crítico no-degenerado para f . Entonces
existe un sistema de coordenadas locales (y1, y2, . . . , yn) en una vecindad U de p con y1(p) = 0
para todo i y tal que la identidad:
f = f(p)− y21 − · · · − y2λ + y2λ+1 + · · ·+ y2n
se tiene en todo U , donde λ es el indice de f en p.
Este lema nos muestra que el índice del punto p determina completamente el comportamiento
de la función en p.
Corolario 2.5.2. Los puntos críticos no-degenerados son aislados.
De este último corolario tenemos que si la variedadM es compacta entonces el número puntos
críticos no-degenerados es nito. Todos los anteriores teoremas y otros más son válidos para
variedades con esquinas, la demostración de estos hechos la podemos encontrar en [13]. Un
último teorema importante sobre funciones de Morse es:
Teorema 2.5.3 (Teorema 2.5, [10]). Toda variedad suave compacta con frontera admite una
función de Morse.
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Ejemplo 4. Para el caso de 〈2〉-variedades de dimensión dos tenemos:
Puntos críticos internos:
• Índice 0 (Máximo local):
b
• Índice 1 (Punto silla):
bbb b bb
• Índice 2 (Mínimo local):
b
Puntos críticos frontera:
• Índice 0+ (Máximo local):
b
• Índice 0− (Máximo local):
b
b
• Índice 1+ (Mínimo local):
b
b
• Índice 1− (Mínimo local):
b
3. Teorías Topológicas de Campos de
dimensión dos
En este capítulo describiremos las Teorías Topológicas de Campos de dimensión dos Cerradas
y Abiertas-Cerradas, TFT y OC-TFT, respectivamente. Primero es necesario denir las
álgebras de Frobenius, las álgebras de Frobenius sabias y los cobordismos abiertos y abierto-
cerrados, puesto que una OC-TFT es un funtor simétrico monoidal desde la categoría de
cobordismos abierto-cerrados 2Cobext a una categoría simétrica monoidal.
3.1. Estructura Algebraica
3.1.1. Álgebras de Frobenius
Sea (C,⊗, 1, α, λ, ρ, τ) una categoría monoidal simétrica. Un álgebra de Frobenius
(A, µ, η,∆, ε) consiste de un objeto A ∈ C0 y morsmos µ, η,∆, ε que satisfacen los siguientes
diagramas conmutativos:
Asociatividad:
(A⊗ A)⊗ A A⊗ (A⊗ A)
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Unidad:














(A⊗ A)⊗ A A⊗ (A⊗ A)
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Condición de Frobenius:
A⊗ A
(A⊗ A)⊗ A A⊗ (A⊗ A)
A
















Un álgebra de Frobenius se dice simétrica si el siguiente diagrama conmuta:














Un álgebra de Frobenius se dice conmutativa si el siguiente diagrama conmuta:




















) es un morsmo de C que satisface los siguientes diagramas conmutativos:
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A⊗ A A A⊗ A
A
































La categoría formada por las álgebras de Frobenius en una categoría simétrica monoidal C
y sus homomorsmos, es la categoría Frob(C). La categoría formada por las álgebras de
Frobenius conmutativas en una categoría simétrica monoidal C y sus homomorsmos, es la
categoría cFrob(C).
3.1.2. Álgebras de Frobenius sabias
Un álgebra de Frobenius sabia Λ es una cuádrupla Λ = (A,C, i, i?) en C, donde A es un
álgebra de Frobenius simétrica (A, µA, ηA,∆A, τA), C es un álgebra de Frobenius conmutativa
(C, µC , ηC ,∆C , τC), i : C −→ A es un homomorsmo de álgebras, i? : A −→ C es un
homomorsmo de coálgebras y se verican los siguientes diagramas conmutativos:
Conocimiento:
A⊗ A A⊗ A













14 3 Teorías Topológicas de Campos de dimensión dos
Dualidad:
A⊗ A A
C ⊗ A 1




























Un homomorsmo ϕ : (A,C, i, i?) −→ (A′, C ′, i′, i?′) entre dos álgebras de Frobenius sabias
(A,C, i, i?) y (A′, C ′, i′, i?
′
) en la categoría simétrica monoidal C es un par (ϕ1, ϕ2) de homo-
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La categoría formada por las álgebras de Frobenius sabias en una categoría simétrica mo-
noidal C y sus homomorsmos, es la categoría K-Frob(C).
3.2. Categorías de Cobordismos
Deniremos dos tipos de cobordismos los cerrados y los abierto-cerrados, ellos darán lugar a
las categorías 2Cob y 2Cobext, respectivamente. Ambas categorías tendrán estructura de
categoría simétrica monoidal.
3.2.1. Cobordismos Cerrados
Dos 1-variedades compactas y cerradas V0 y V1 se dicen cobordantes si existe una 2-variedad
M cuya frontera es V0 t V1, en tal caso decimos que M es un 2-cobordismo de V0 a V1.
Puesto que la única 1-variedad compacta, cerrada y conexa es el círculo, salvo difeomorsmo,
entonces las únicas 1-variedades compactas y cerradas serán uniones disyuntas de copias
del círculo, salvo difeomorsmo. Si adicionalmente las 1-variedades V0 y V1 cobordantes son
orientadas, entonces un 2-cobordismo orientado es una 2-variedadM cuya frontera es V∗0tV1,
donde V∗0 denota a V0 con la orientación opuesta. Así los objetos en la categoría 2Cob serán
copias diyuntas de círculos orientados y los morsmos serán 2-cobordismos orientados, salvo
difeomorsmo. Con más rigor tenemos la siguiente:
Denición 3.2.1. La categoría 2Cob está denida por:
Objetos: son sucesiones nitas
→
n := (n1, . . . , nk) para k ∈ N, donde ni = 0 para














n dos objetos de 2Cob, un morsmo es una variedad compacta
y orientada S :
→
m→ →n, tal que su frontera ∂S se compone de dos conjuntos ∂0S = C→m
y ∂1S = C→n . Estos cobordismos cerrados los consideramos módulo difeomorsmo, es
decir, dos cobordismos S y T son equivalentes si existe un difeomorsmo entre S y T
tal que ∂0S ∼= ∂0T y ∂1S ∼= ∂1T , es decir, es la identidad sobre la frontera.
Ley de composición: dados dos cobordismos S :
→
m→ →n y T : →n → →p la composición
de estos cobordismos es el cobordismo T ◦S : →m→ →p donde se identicaron el i-ésimo



















n, y representa la unión
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donde Tr(|→m|) es la translación de |→m| unidades a la derecha en R2, es decir,
Tr(|→m|)(x, y) := (x+ |→m|, y)
La unión disyunta de dos cobordismos S :
→









q y se hace aplicando las translaciónes Tr(|→m|) a ∂0T y Tr(|
→
n|)
a ∂1T , y luego tomando la unión disyunta de S y T .
Así denido 2Cob tiene estructura de categoría simétrica monoidal donde
∐
es el bifuntor




Los objetos en la categoría de cobordismos abierto-cerrados son 1-variedades orientadas con
frontera, donde cada componente frontera está etiquetada con un elemento de un conjunto
jo B0 llamado el conjunto de condiciones frontera. Un morsmo desde Y0 a Y1 es una 2-
variedadM cuya frontera consiste de tres partes ∂M = Y0 ∪ Y1 ∪ ∂resM, donde la frontera
restringida ∂resM es un cobordismo desde ∂Y0 a ∂Y1, y las componentes conexas de ∂resM
están etiquetadas con elementos de B0, en concordancia con los etiquetados de ∂Y0 y ∂Y1.
De esta forma, los objetos en 2Cobext son uniones diyuntas de círculos e intervalos con fron-
teras etiquetadas y los cobordismos abierto-cerrados son 〈2〉-variedades dos dimensionales
junto con un etiquetado de las componentes conexas de la frontera, todo salvo difeomorsmo.
Adicionalmente, es posible dar una denición que conserva las ideas dadas en la de 2Cob, tal
presentación de 2Cobext es dada en [6]. Análogamente, 2Cobext tiene estructura de catego-
ría simétrica monoidal donde
∐
es el bifuntor monoidal y el objeto de 2Cobext representado
por la sucesión vacía, ( ), es la identidad de
∐
.
Denición 3.2.3. Sea S un cobordismo abierto-cerrado en 2Cobext desde Y0 → Y1. Una
función de Morse especial para S es una función de Morse f : S → R tal que:
f(S) ⊆ [0, 1].
f(p) = 0 si y sólo si p ∈ Y0, y f(p) = 1 si y sólo si p ∈ Y1.
No hay puntos críticos en Y0, ni en Y1.
Dos puntos críticos distintos de f tienen valores críticos distintos.
La siguiente proposición es fundamental para el desarrollo del teorema de costura, su demos-
tración la podemos encontrar en [6]:
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Proposición 3.2.1. Sean M un cobordismo abierto-cerrado conexo y f : M → R una
función de Morse especial tal que f tiene un único punto crítico. EntoncesM es equivalente
a uno de los siguientes cobordismos:
Todos los cobordismos son dibujados de izquierda a derecha, es decir, dado un cobordismo
S : Y0 → Y1 a la izquierda dibujamos la variedad unidimensional Y0 y a la derecha Y1.
Además, note que los cobordismos en la segunda la son los asociados con las posibles sillas
de montar con un único punto crítico, a saber:
bbb b bb
3.3. Teoría Topológica de Campos
Un funtor desde la categoría 2Cob o 2Cobext a la categoría de espacios vectoriales se dice
una Teoría Topológica de Campos de dimensión dos o una Teoría Topológica de Campos
Abierta-Cerrada de dimensión dos. Atiyah da en [1] una denición axiomática de TFT; sin
embargo, no usaremos esta, sino una denición categórica equivalente1:
Denición 3.3.1. Una Teoría Topológica de Campos de dimensión dos, TFT, es un funtor
simétrico monoidal desde la categoría (2Cob,
∐
, ( ), T ) hasta la categoría (V ectK,⊗,K, σ).
Donde T es el cobordismo twist y σ es la transposición denida por σ(a⊗ b) = b⊗a. Un
homomorsmo de dos TFTs es una transformación natural monoidal entre estos funtores.
Denotamos la categoría de TFTs sobre C y sus homomorsmos por TFT(C).
Análogamente denimos la parte abierta-cerrada:
Denición 3.3.2. Una Teoría Topológica de Campos Abierta-Cerrada de dimensión dos,
OC-TFT, es un funtor simétrico monoidal desde la categoría (2Cobext,
∐
, ( ), T ) hasta
la categoría (V ectK,⊗,K, σ). Un homomorsmo de dos OC-TFTs es una transformación
natural monoidal entre estos funtores. Denotamos la categoría de OC-TFTs sobre C y sus
homomorsmos por OC−TFT(C).
1En las deniciones podemos cambiar a (V ectK,⊗,K, σ) por cualquier categoría simétrica monoidal.
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Podemos caracterizar algebraicamente las TFTs como:
Sea (C, µC , ηC ,∆C , εC) un álgebra de Frobenius en la categoría simétrica monoidal
(C,⊗, 1, α, λ, ρ, τ). Una Teoría Topológica de Campos de Dimensión Dos, TFT, asociada
al álgebra de Frobenius C, es un funtor simétrico monoidal FC entre la categoría 2Cob y la






FC( ) := [idC : C → C] (3-16)
FC
( )
:= [µC : C ⊗ C → C] (3-17)
FC
( )
:= [∆C : C → C ⊗ C] (3-18)
FC ( ) := [ηC : 1→ C] (3-19)
FC ( ) := [εC : C → 1] (3-20)
FC
( )
:= [τC,C : C ⊗ C → C ⊗ C] (3-21)
Donde C⊗k es el producto tensorial de k factores C y C0 = 1.
El funtor debe estar bien denido, es decir, no puede depender de cómo cortemos los cobor-
dismos. La buena denición de este funtor es el teorema de costura, caso cerrado 4.1.1, que
se enunciará en el capítulo siguiente.
De la misma forma podemos caracterizar algebraicamente las OC-TFTs, por medio de las
relaciones de Moore y Segal. Sea C el espacio vectorial asociado al círculo S1 y Oab el es-
pacio vectorial asociado al intervalo [0, 1] con fronteras etiquetadas por a, b ∈ B0. La Teoría
Topológica de Campos Abierta-Cerrada de dimensión dos más general, OC-TFT, está dada
por los siguientes datos algebraicos:
3.3.1. Condiciones de costura
1. (C, θC, 1C) es un álgebra de Frobenius conmutativa.
2. 2a Oab es una colección de espacios vectoriales para a, b ∈ B0 con un producto bilineal
asociativo
Oab ⊗Obc → Oac
2b Los Oaa tienen trazas no degeneradas
θa : Oaa → C
en particular, cada Oaa no es necesariamente un álgebra de Frobenius conmutativa.
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2c Además,
Oab ⊗Oba → Oaa
θa→ C
Oba ⊗Oab → Obb
θb→ C
son pares duales con θa(ψ1ψ2) = θb(ψ2ψ1) para ψ1 ∈ Oab, ψ2 ∈ Oba.
3. Existen transformaciones lineales ia : C→ Oaa y ia : Oaa → C tales que:
3a ia es un homomorsmo de álgebras
ia(φ1φ2) = ia(φ1)ia(φ2)
3b Se preserva la identidad
ia(1C) = 1a
3c ia es central en el sentido que
ia(φ)ψ = ψib(ψ)
para todo φ ∈ C y ψ ∈ Oab
3d ia y ia son adjuntas:
θC(i
a(ψ)φ) = θa(φia(ψ))
para todo ψ ∈ Oaa
3e Como Oab y Oba están en dualidad (usando θa o θb), si tomamos ψµ una base para






tenemos la condición de Cardy :
πab = ib ◦ ia
.
Las anteriores condiciones, dotan a nuestra categoría de cobordismos abiertos-cerrados con
una estructura de álgebra de Frobenius sabia, esto es:
1. El objeto C, es decir, la imagen del círculo S1 forma un álgebra de Frobenius conmu-
tativa:
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Conmutatividad:
(3-27)















3. El zipper es un homomorsmo de álgebras:
Homomorsmo de álgebras:
(3-34)
4. Existe un conocimiento acerca del centro, es decir, el zipper es central:
Conocimiento:
(3-35)
5. El cozipper es el dual del zipper:
Dualidad:
(3-36)
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6. Se satisface la condición de Cardy :
Condición de Cardy:
(3-37)
Para el caso más general que estamos trabajando, sólo debemos etiquetar todos los intervalos
en los cobordismos anteriores.
4. Teorema de Costura
En este capítulo demostraremos el teorema de costura para TFTs abiertas-cerradas de di-
mensión dos. En la demostración empleamos las ideas dadas en [11], pero damos las demos-
traciones completas. Para el caso cerrado simplemente nombramos los resultados relevantes
y remitimos al lector a los artículos donde se encuentran las demostraciones.
4.1. Caso Cerrado
En el caso cerrado, una TFT está precisamente codicada en un álgebra de Frobenius con-
mutativa, es decir:
Teorema 4.1.1 (Teorema de Costura - Caso Cerrado). Sea (C, µC, ηC,∆C, εC) un álgebra
de Frobenius conmutativa. El funtor simétrico monoidal F entre la categoría 2Cob y la
categoría V ectK denido por:
F (S1) := C (4-1)
F ( ) := [idC : C→ C] (4-2)
F
( )
:= [µC : C⊗ C→ C] (4-3)
F
( )
:= [∆C : C→ C⊗ C] (4-4)
F ( ) := [ηC : 1→ C] (4-5)
F ( ) := [εC : C→ 1] (4-6)
F
( )
:= [τC,C : C⊗ C→ C⊗ C] (4-7)
está bien denido, es decir, no depende de los cortes.
Teorema 4.1.2 (Folklore Theorem). Existe una equivalencia canónica de categorías
TFT(C) ∼= cFrob(C)
Demostraciones completas de estos teoremas las podemos encontrar en [12].
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4.2. Caso Abierto - Cerrado
En el caso abierto-cerrado, una OC-TFT está precisamente codicada en un álgebra de
Frobenius sabia, es decir,
Teorema 4.2.1 (Teorema de Costura - Caso Abierto-Cerrado). Las condiciones algebraicas
3.3.1 que se dieron en el capítulo anterior sobre las OC-TFTs son las únicas restricciones
sobre los datos algebraicos que proceden de cortar los morsmos en todas las formas posibles.
Sea M un cobordismo conexo de 2Cobext. Podemos elegir una función de Morse especial
f :M→ [0, 1] y, puesto queM es compacto, f tiene sólo un número nito de puntos críticos












−1(xi), y obtenemos una nueva partición de [0, 1]
0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn = 1
de tal forma que f−1([ti−1, ti]) es un cobordismo con un punto crítico (no-degenerado), luego
por la Proposicion 3.2.1 tenemos que f−1([ti−1, ti]) es uno de los cobordismos elementales
o una composición de ellos.
Veamos que la composición es independiente de la elección de la función de Morse. En efecto,
sea g :M→ [0, 1] otra función de Morse especial, luego puede ser conectada por una camino
{fs} con f en el cual cada fs es una función de Morse especial, excepto por un número nito
de estos s 1 en los cuales :
1. O un punto crítico es degenerado, y por tanto tenemos dos posibilidades:
a) Es un punto crítico degenerado frontera, luego las posibilidades son:
i) O f |∂0M tiene una inexión cúbica. En este caso dos puntos críticos frontera
no degenerados de índice opuesto pero con derivada normal del mismo signo
son creados o aniquilados, es decir, el cobordismo cambia entre las formas:
Este caso se cumple por el axioma de unidad.
ii) O la derivada normal se anula en un punto crítico frontera. Esto sucede
cuando un punto crítico interno se ha movido a través de la frontera de
M para coincidir con un punto crítico frontera, cambiando el signo de la
derivada normal ahí. Tenemos los siguientes cuatro casos:
1Para un desarrollo completo de todas estas ideas revise el artículo de Cerf [2].
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A) (0−) + (índice 0)→ (0+)
HOMOMORFISMO DE COALGEBRAS






C) (1+) + (índice 2)→ (1−)
HOMOMORFISMO DE ALGEBRAS
D) (1−) + (índice 1)→ (1+)
UNIDAD





Notemos que el tercero y cuarto son inversos temporales, esto es, vistos de
derecha a izquierda, del primero y el segundo, respectivamente.
b) Es un punto crítico degenerado interior. Entonces salvo la inversa temporal se
tiene que en coordenadas locales (u, v) tiene la forma fs = ±u2 + v3, esto es:
Luego podemos asociarle los siguientes cobordismos, los cuales por los axiomas
de unidad son equivalentes al cobordismo trivial:
HOMOMORFISMO UNIDAD
UNIDAD
2. O dos valores críticos coinciden, luego se pueden presentar las siguientes posibilidades
para los dos puntos críticos:
a) Los dos puntos críticos son frontera. Por la conexidad del cobordismo los
dos puntos críticos deben estar conectados por un camino y el entorno crítico que
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De aquí tenemos cuatro casos, dependiendo del contorno crítico después del doble
















































La doble echa indica que debemos considerar los dos sentidos, sin embargo, basta
con considerar uno sólo de estos. Por lo cual siempre vericaremos el sentido
de izquierda a derecha solamente. En cada uno de los casos anteriores debemos
vericar que no importa que punto crítico consideremos primero, el que aparece
en a o el que aparece en b, los cobordismos asociados son equivalentes. En efecto:
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Los dos casos anteriores son equivalentes debido a la condición de Frobenius
3-32.
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Los dos casos anteriores son equivalentes debido a la coasociatividad 3-30.
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Los dos casos anteriores son equivalentes debido a la condición de Cardy 3-37.
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b) Un punto critico es frontera y el otro punto crítico es interno. Podemos
suponer que el punto frontera es de tipo 0− y el interno es de índice 1, puesto que
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los demas casos son o triviales, o imposibles o simplemente los inversos temporales
de estos.
Dado un entorno que contenga los dos puntos críticos, estos deben estar conec-
tados por algún camino, puesto que el cobordismo es conexo. Además, las cuatro
puntas que nos quedan libres las podemos conectar ó no, y esto nos permite obser-
var que debemos tener ó ninguna cuerda abierta ó dos cuerdas abiertas ó cuatro





















Y en cada una de ellas, veamos que no importa que aparece primero el punto crítico
interno o el punto crítico frontera, en cualquier caso los cobordismos asociados
son equivalentes.
(1) Para el primer caso tenemos la siguientes posibilidades:
b ba aa
a b ba a
(a)
(b)
(a) Primero el punto crítico frontera y luego el punto crítico interno:
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Primero el punto crítico interno y luego el punto crítico frontera:
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(b) Primero el punto crítico frontera y luego el punto crítico interno:















Primero el punto crítico interno y luego el punto crítico frontera:










Los casos anteriores son equivalentes, debido a que el zipper es un homor-
morsmo de álgebras 3-34.
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c) Los dos puntos críticos son internos. Un entorno crítico alrededor de los dos
puntos críticos internos debe tener la siguiente forma:
b b
1
2 3 4 5
6
La linea que une estos dos puntos críticos se pone puesto que el cobordismo debe
ser conexo. Además, se supuso que los dos puntos críticos son de índice 1 ya que
los otros casos son o imposibles o triviales.
Analizando el caso de dos puntos críticos internos de índice 1, como vimos de
las ocho puntas debemos unir dos por la conexidad del cobordismo y de las seis
restantes vericaremos todos los casos posibles. Sin embargo, solo comprobare-
mos aquellos casos en los cuales aparece una cuerda abierta, pues de lo contrario
estaríamos en el caso del teorema para TFTs cerradas. Así, puesto que para que





Dos cuerdas abiertas: Sin perdida de generalidad, podemos suponer que te-
nemos una cuerda abierta en la punta 1. Luego, la segunda cuerda la podemos
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poner en cualquiera de las otras puntas. Descartando los casos imposibles y los












Y en cada uno de ellos veamos que no importa cual de los puntos críticos in-
ternos consideramos primero, en cualquier caso los cobordismos asociados son
equivalentes.
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a b a b
a b a b
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(b) Primero el punto crítico i y luego el punto crítico ii:
b
a b


















Primero el punto crítico ii y luego el punto crítico i:
b
a b



















Vemos que los dos casos anteriores son iguales.
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Cuatro cuerdas abiertas: Es este caso podemos considerar todas las congura-
ciones con una única cuerda cerrada. Descartando los casos imposibles y los casos
equivalentes, tenemos que los únicos casos posibles son:
bb b b
(1) (2)
Y en cada uno de ellos veamos que no importa cual de los puntos críticos in-
ternos consideramos primero, en cualquier caso los cobordismos asociados son
equivalentes.





















a a a a
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Seis cuerdas abiertas: La unica conguración posible es la siguiente:
bb
(1)
Igual que en los demás casos existen dos conguraciones posibles con ida y regreso
para el anterior entorno crítico. Sin embargo, las dos son equivalentes y por tanto
sólo consideraremos una de ellas. Veamos que no importa cual de los puntos crí-
ticos internos consideramos primero, en cualquier caso los cobordismos asociados
son equivalentes.
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Por tanto, se demuestra el teorema de costura abierto-cerrado 4.2.1.
Tenemos también un análogo del teorema del folclore para OC-TFTs, el cual dice:
Teorema 4.2.2. Existe una equivalencia canónica de categorías
OC−TFT(C) ∼= KFrob(C)
Una demostración completa de este teorema la podemos encontrar en [6].
A. Categorías Monoidales
Unmonoide es un conjuntoM con una operación binaria asociativa que además tiene módulo
para esta operación.
A.1. Categorías monoidales estrictas
Denición A.1.1. Una categoría monoidal estricta es una categoríaA junto con dos funtores
µ : A× A→ A y η : 1→ A tal que los siguientes diagramas conmutan:
Asociatividad:
A× A× A



















Donde idA es el funtor identidad A→ A y las diagonales no etiquetadas son las proyecciones.
Nos referimos a la categoría monoidal estricta por especicar la tripla (A, µ, η). Usualmente,
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se usa una notación inja para µ, y se escribe:
A× A µ−→ A (A-3)
(X, Y ) 7−→ XY (A-4)
(f, g) 7−→ fg (A-5)
donde  puede ser: ×, ⊗,
∐
, etc.
Denotaremos por I al objeto imagen de η : 1→ A, de tal forma que se cumple:
IX = X = XI, idIf = f = fI
para cada objeto X y cada morsmo f . Es común referirse a la categoría monoidal como la
tripla (A,, I).
Denición A.1.2. Un funtor monoidal estricto entre dos categorías monoidales estrictas
(A, µ, η) y (A′, µ′, η′) es un funtor F : A→ A′ tal que los siguientes diagramas:
























Para denir una categoría monoidal no estricta o simplemente categoría monoidal se consi-
deran axiomas de asociatividad y unidad mas débiles.
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Asociatividad Débil:
A× A× A








Donde α es una transformación natural invertible llamada el asociador. Además, se exige

















1× A A× A A× 1
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conmute.
Denición A.2.1. Una categoría monoidal es una sextupla (A, µ, η, α, λ, ρ) donde A es una
categoría, µ : A×A→ A y η : 1→ A son funtores, y α, λ, ρ son transformaciones naturales
invertibles que satisfacen las anteriores restricciones de coherencia.
Sin embargo, la diferencia entre categorías monoidales simétricas estrictas y no estrictas se
puede obviar, debido a dos armaciones que podemos encontrar en [8] que dicen:
Teorema A.2.1. Toda categoría monoidal simétrica es monoidalmente equivalente a una
categoría monoidal estricta.
o equivalentemente:
Teorema A.2.2. Sea (A,, I, α, λ, ρ) una categoría monoidal. Cada diagrama que pueda
construirse con componentes de α, λ, ρ, y las transformaciones identidad, usando composi-
ción y operaciones monoidal, conmuta.
Denición A.2.2. Sean (A,, I), (A′,′, I ′) dos categorías monoidales y F : A → A′,
G : A → A′ dos funtores monoidales. Una transformación monoidal t : F ⇒ G es llamada
una transformación natural monoidal si cada par de objetosX, Y en A se tiene que tX′tY =
tXY y tI = idI′ .
A.3. Categorías simétricas monoidales
Denición A.3.1. Una categoría monoidal (A,, I) se dice categoría simétrica monoidal
si para cada par de objetos X, Y existe una transformación twist
τX,Y : XY → YX
que satisface los siguientes axiomas:
(i) Las transformaciones son naturales.



















(iii) Se cumple τX,Y τY,X = idXY .
Denición A.3.2. Dadas dos categorías simétricas monoidales (A,, I, τ) y (A′,′, I ′, τ ′).
Un funtor monoidal F : A → A′ entre estas dos categorías se dice simétrico si preserva
la estructura simétrica, es decir, F (τX,Y ) = τ ′FX,FY para cada par de objetos X, Y en la
categoría A.
B. Relaciones en Cobordismos
Enunciaremos algunas propiedades sobre la categoría de cobordismos abierto-cerrados, las
cuales se usan en la demostración del teorema de costura para TFTs abiertas-cerradas. Para
simplicar algunos diagramas es conveniente denir los siguientes cobordismos:




































donde UNIDAD hace referencia al axioma unidad 3-29, FROBENIUS a la condición de
Frobenius 3-32, SIMETRIA al axioma de simetría para la comultiplicación 3-33 y ASOCIA-
TIVIDAD al axioma de asociatividad 3-28.
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donde nuevamente usamos: UNIDAD como axioma unidad 3-29, FROBENIUS como condi-
ción de Frobenius 3-32, SIMETRIA como axioma de simetría para la comultiplicación 3-33.
75







donde CONOCIMIENTO hace referencia a la propiedad 3-35.
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